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On ttudie ici les corps gauches locaux dont le corps residue1 k est un 
corps commutatif parfait de caracteristique p > 0. Si D est un tel corps 
gauche local, on montre ceci: ou bien il existe un automorphisme non 
piriodique c de k tel que D soit isomorphe au corps de series formelles 
a-tordues k((X)),, ou bien D est de rang fini sur son centre, note K, et D 
est alors une K-algebre cyclique (au sens de [ 1, Chap. V, Sect. 81). 
Pour atteindre ce resultat, le point de depart est la notion “d’invariant” 
attache A chaque corps local (cf. [4, Sect. 11). 
Pratiquement, lorsque le corps residue1 d d’un corps local D est com- 
mutatif, “l’invariant” de D est un automorphisme a de D (cf. [S, (0.7.2)]). 
Et, dans ce cas, si cet invariant 0 est non piriodique, on a montre que D 
est ntcessairement isomorphe au corps de series formelles c-tordues 
B((X)), (cf. [5, (4.4)]). I1 restait done a etudier le cas ou 0 est periodique: 
c’est cette etude qui est developpee ici, lorsque le corps rhsiduel B est patfait 
de curacttristique p > 0. 
On montrera d’abord que D contient alors un systeme multiplicatif de 
representants S du corps residue1 D (Section 5). Puis on prouve l’cxistcnce 
dune uniformisante y de D telle que J+ soit dans le centre de U, ou rc 
designe la ptriode de 0 (Section 6). On peut alors montrer que le commu- 
tant L de S dans D est un sous-corps local et commutatif de D, que 
[D : L] = n, et que D est une extension totalement ramifiee de L (Sec- 
tion 7). Entin, on dtlinit un automorphisme ptriodique T de L, dont la 
periode n est egale a celle de a; et l’on montre que le corps D est isomorphe 
au quotient L[[X]],/(x” -y”) de l’anneau de series formelles z-tordues 
L[ [Xl], par l’ideal bilatere (A’” -J”) (cf. Section 8). 
En fait, les demonstrations se font sur des anneaux de valuation discrete 
(anneaux non necessairement commutatifs, que l’on rencontre deja en 
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17, 93) ou “de valuation tinie” (au sens de [4, 51). Les quelques resultats 
Ctablis ici sur les anneaux de valuation tinie pourront etre utilises 
ulterieurement pour caracteriser tous les anneaux de valuation finie qui ne 
sont pas quotients d’anneaux de valuation discrete, et dont le corps residue1 
est parfait de caractiristique p > 0. 
Notutiom. B: un anneau de valuation discrete ou finie. 
m ou m,: I’ideal maximal de B. 
.r: le morphisme canonique de B sur le corps residue1 B/m. 
f’: une application de B/m dans B, secfion de s (of’= id). 
0: automorphisme du corps B/m, detinissant “l’invariant” de B. 
rc: la periode de n, lorsque G est periodique. 
1. DEFINITIONS ET RAPPELS 
(1.0) Un corps discr~tement uuluP est un couple (D, 21) forme d’un corps 
D, non necessairement commutatif, et d’une valuation discrete r definie sur 
D. Si le corps D est complet pour la topologie detinie par c, on dit que 
(D, 1’) est un corps locul. 
Souvent, dans la suite de ce texte, la valuation r ne sera pas explicitee, 
et I’on parlera d’un corps local D, tout simplement. 
Dans tout ce texte, une valuation discrete est toujours supposee mr- 
twlisc~c. c’est-a-dire surjective sur Z. 
( I. I ) l?tant donnes deux corps discretement values (D, v) et (D’, r’), on 
dira qu’un homomorphisme de corps,J’: D 4 D’ est un morphisme c/e corps 
~YI/&S s’il existe un entier e tel que clf’(.~) = ev(.u) pour tout I E D. 
Un corps discretement value (D, c) est un sowcorps L.&C; d’un corps 
discretement value (D’, c’) si D est un sow-corps de D’ et si I’inclusion cst 
un morphisme de corps values, i.e. s’il existe CJ tel que P’(.Y) = w(.I-), pour 
tout XE D. Et, dans ce cas, I’entier c est appele i’indice de ramification de 
D’ sur D, et note r = c’,), ,). 
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(1.2) La notion de corps r&.siducl d’un corps discretement value (meme 
dans le cas non commutatif] est bien connue (cf. [7], ou [S, Chap. XII] ). 
Le corps residue1 dun corps discretement value D sera note B. 
(1.3) EXEMPLE. Soient k un corps et T un automorphisme de k. Notons 
k[ [Xl], [resp. k( (X)),] I’anneau des series formelles “t-torduues” du type 
c ,) a cl U,J” Irew C,, 3 ,)? u,,X”, oti n7 “varie” dans Z], anneau dans lequel 
Xu = T(U) X pour tout (1, LIE k. Alors k( (X)), est le mrps da ,jhr~lions 
(au sens de [3, Prop. (1.2.3)], ou [12]) de l’anneau k[[X]],; ce corps, 
muni de la valuation naturelle evidente M‘, est un corps local, de corps 
residue1 k. 
( 1.4) D~INITION. Un corps local (D, n) est dit hilherficw s’il existe un 
isomorphisme de corps locaux entre (D, 1’) et un corps local (k((X)),, ~1) 
d&i comme ci-dessus. 
(1.5) Si k est un corps commutatif, un corps local k( (X)), est de rang 
fini sur son centre si et seulement si l’automorphisme 0 est ptriodique. 
(1.6) Soit K un corps local commutatif de corps residue1 k,,. A chaque 
extension cyclique k de k. correspond une extension cyclique non rumifl’& 
L de K (cf. [S, Chap. III, Sect. 5]), pour laquelle les groupes de Galois 
Gal(L;‘K) et Gal(k/k,,) sont isomorphes [l’isomorphisme en question est 
celui qui a chaque K-automorphisme T de L fait correspondre 
l’automorphismc induit par r sur le corps residue1 k de L]. Notons II une 
uniformisante de K, et rt le rang [L : K] = [k : k,,]. Alors, pour chaque 
generateur T du groupe Gal(L/K), l’eltmcnt X” - II de l’anneau L[ [X]], 
est central, et I’anneau quotient L[ [X]]r/(Xz - u), note D, est un corps 
local de centre K et de rang fini sur K (rang n’). L’indice de ramification 
de ce corps, par rapport a K, est L’,) k = rc. Et D est une extension totale- 
ment ramifiee de L, d’indice e,) I, = rc. 
( I .7) DEFINITION. On appelle ici K-ulghhrc~ cycliyuc “non rutniji&” toute 
K-algebre du type D = L[ [X]] ,/(X” - LI), definie comme ci-dessus (une 
telle algebre est cyclique au sens de [ 1, Chap. V, Sect. 81). Cette ter- 
minologie constitue un abus de language (puisque en ,, = rr), mais c’est saris 
inconvenient [cette terminologie est justifite par le fait que dans le groupe 
de Brauer Br(K), le corps D definit un element du sous-groupe “non 
ramifie” Br(K,,,./K), dtfini en [6], ou 18, Chap. XII, Exert. 31. 
(1.8) Rmuryut. Soit D = L[[X]],/(X” ~ u) une K-algebre cychque 
comme ci-dessus. Puisque L est un corps local commutatif, il contient un 
systeme multiplicatif de representants de son corps residue1 k (cf. [ 8. 
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Chap. II]). Mais k est aussi le corps residue1 de D, puisque D est une exten- 
sion totalement ramifite de L. Done D contient un systeme multiplicatif de 
representants de son corps residuel. 
2. 6NONCk DU R!kULTAT 
(2.1) TH~OR~ME. Soit k un corps commutatif payfait de curactt;ristiquc 
p > 0. Notons D un corps local de corps rhsiduel k; et notons K le centre de 
D. Alors D contient un sy~ttme multiplicat!f de reprP.sentant.s de k. Et si D 
est de rang iefini sur K, D est un corps local hilhertien, i.e., D est isomorphe 
ri k((X)), pour un certain automorphisme CT de k. Sinon (c’est-&dire si 
[D : K] < nc: ), K est un sous-corps local de D, et D est une K-algthrc cy,cli- 
que “non ram@e” [au sens (1.7)]. 
Ce qui suit permettra de voir l’assertion (2.1) sous un autre aspect. 
(2.2) Ruppel d’une kquivalence de catigories. 
(2.2.1 ) Si B est un anneau, non necessairement commutatif, de valua- 
tion discr@te (au sens de 14, 7, 9]), ou de valuation ,jnie (au sens de [4] 
ou [S]), on note mR [resp. K,] l’ideal maximal [resp. le corps residue11 
de B. Et l’on note uB la valuation usuelle associee a B (cf., par exemple, [S, 
(O.lO)l). 
(2.2.2) Si B et B’ sont des anneaux de valuation discrete ou linie, un 
homomorphisme ,f: B + B’ sera dit morphisme danncaux de valuation si 
.f‘(mB) = mR,. 
(2.2.3) Si B est un anneau de valuation discrete, notons D, le corps 
de.~,fYuc/ions de B (au sens de [12], ou de [3, Prop. 1.2.31). Alors la valua- 
tion rB se prolonge en une valuation discrete it’,) : D, + Z u (x ) de facon 
evidente: si .Y E B, on pose H,~(,Y) = I.~(x), et si x $ B, alors x ’ E B, et l’on 
pose H’~(x) = -cu(-u ‘). Si B est complet pour la topologie m,j-adique, 
(DB, ~3,)) est un corps local. 
(2.2.4) Pour tout anneau de valuation discrete B, notons 
c/(B) = (D,, N~,~). Et pour tout morphisme d’anneaux de valuation discrete 
f‘: B + B’. notons ‘r(,f’) : r/(B) + V(B’) le morphisme induit de corps 
values. 
(2.2.5) Inversement, pour tout corps discretement value (D, r). 
notons B, ou .8( D, u) l’anneau de la valuation 1:; i.e., B, = :#(D, r) = 
(.Y E D : c(x) 3 0 ). Alors B est un anneau de valuation discrete, et son corps 
dcs fractions est le corps value (D, c), Si (D, tl) est un corps local, I’anneau 
R,, est complet. 
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(2.2.6) Pour tout morphisme de corps discretement values 
J’: (D, c) + (d, 1~) notons 9(,/‘) : B,] --t B,, le morphisme d’anneaux de 
valuation discrete induit par “restriction” de ,I: 
(2.2.7) Les foncteurs ci-dessus, .d et 9, delinissent une equivalence 
entre la categoric des anneaux de valuation discrete et celle des corps dis- 
cretement values, et, par “restriction,” induisent une equivalence entre celle 
des anneaux de valuation discrete complets et celle des corps locaux. 
I1 est done, Pqui~:&nt d’t;tudiw lcs corps loccru.~ ou k.r unnmu.~ de mAia- 
tion discrc!te c‘omplet,s. 
(2.3) Pour chaque corps local D, on appelle incariunt de D, et l’on note 
Inv,(D), l’invariant de l’anneau de la valuation, soit Inv(B,)), tel qu’il est 
defini en [4, (1.4)]. Ainsi Inv ,( D) = Inv( B,,) = [D, a], ou 0 cst un certain 
automorphisme du corps residue1 D de D. 
(2.4) Pour tout endomorphisme 0 d’un anneau k. on note ~(0) l’ordre 
du sous-mono’ide engendre par 0 dans le monoi’de End(k), pour la loi de 
composition des endomorphismes. Done I est la periode dc (T, si (T est 
un automorphisme periodique; et sinon n(o) = + 'Y,. 
(2.5) Soit D un corps local. Lorsque l’on note lnv,(D) = Inv( B,,) = 
[D, cr], rappelons que (T n’est pas delini de facon unique, mais que TC((T) est 
indtiprndmt du choir G!C 0 (cela resulte de [4, (1.3). (l.4)]). 
On peut alors enoncer ceci, qui est en fait une variante de (2.1): 
(2.6) Soit k un corps par/bit dcj curactPri.stique p > 0. Et wit D un corps 
local de wrp.s rksiduuel k. Par definition de Inv ,( D). il existe un 
automorphisme o de k tel que Inv,(D) = [k, CJ], Si CT c’.vt piriodique, D cst 
uric K-alg@hre c:,.cliqur non ronGfi&, oti K d&.signe un .sou.s-wrps kmd, ccntw 
dc D. Si CT n’est pus piriodique. D rst hilhertirn. et, prc~cistbnmt. 
D 2 N(X)),,. 
(2.6.1 ) Compte tenu des remarques (1.5) et ( 1.8), il est clair que 
l’enoncc (2.6) iquivaut a (2.1 ). 
3. QUEWJES LEMMES PUREMENT TECHNIQUES 
(3.1 ) LEMME. Soit B un unneuu. Et .soit h E k u ( M, ), trl qur h 3 2. 
Si h = x8. notons N,, = N u {cc ) = N , : et, si h < #cc. notons FV,, = 
{ 0, 1, 2, . . . . h I. Supposom qu’il e.ui.stc mc upplitation swj~~ctirv I‘ : B + N is 
idle yue, pour tous LIE B, h E B: 
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(i) u(ah) = inf(h, v(u) + u(h)); 
(ii) c(a-h)>inf(v(a), r(h)); 
(iii) si u(b) 3 u(a), il e.\-iste c [resp. ~‘1 duns B, tel que h = cu 
[ resp. h = UC’]. 
Alors B est un unneuu de valuation discrPte si h = x, et de vuluution,finie (de 
huuteur h) si h < xl. Et lu uuluution U, ussocike ri B (cf. [ 5, (0. lo)] ) est kgule 
ir 1’. 
Preuve. Pour chaque entier n, 0 < n d 12, notons J,, = {u E B : z:(u) 2 n ) 
La propriitt (ii) montre que J,, est un sous-groupe additif de B. La 
proprittk (iii) et la surjectiviti: de u montrent que r(u) = 12 si et seulement 
si rr=O (car c(a)= h 3 v(0) implique u= c .O=O). Et la propriktk (i) 
permet de voir que J,, est un id&al bilatkre. 
Soit J un id&al ir gauche de B. Considkons t)(J) c N,>. Si U(J) = jh ), 
alors J= ,‘O), on vient de le voir. Sinon, notons n = lnf(v(J)): done n <h. 
Et soit x un kkment de J tel que V(X) ==n. La propriktt (iii) montre que 
J= J,, = Bx = xB-meme chose pour les idtaux ci droite de B. 
Done tout id&al (i gauche, ou ri droite) de B est bilatkre, principal, et 
Cgal B l’un des idkaux J,,; ainsi, l’ensemble des idkaux de B est totalement 
ordonnt: par inclusion 
B=J,,cJ,c ...J,I~J,l+,~ ..-J,j=‘O’ 1 i 
et B est un anneau de valuation d’idkal maximal m, = J, et de hauteur h. 
(3.2) LEMME. Soient p un nombre premier, et K un unneuu de curuc- 
tkristique p, tel que tout Pl&nent de K soit une puissance p-i&ne duns K. 
Soient ,f et F des upplicutions de K duns K telles que 
F(uh) =.f’(a) F(b) +f’(b) F(u), pour tous a E K. h E K. 
Alors l’upplicution F est ntkessuirement nulle. 
Priwtle. Par rkcurrence sur n, on voit tout de suite que: 
F(u”) =$(a)” ’ F(u), pour tous n > 1 et u E K. 
Alors, du fait que tout 61Cment a de K s’krit sous la forme u = rp. il rksulte 
que F(u)=F(cr”)=pf(x)” -‘F(r)=O. 
(3.3) LEMME. Soient K un unneuu commutut$ ct,f; g, F des upplicutions 
de K duns K telles que 
F(ub) =.f’(u) F(b) +db) F(u). pour tout u E K, h E K, (*I 
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t’t telks qu’il c>.uiste WI Sbnent I’ de K pour Ieyuel f(c) -g(c) est incersihle 
dans K. II e.Cste alors un Pl&wnt i de K tel que F= l(,f-g). 
Prruve. Grace a la formule (* ), l’egalite F(ac) = F(ca) s’ecrit 
.f(a) 0~) +g(c) F(a) =.f’(c*) 40) +g(u) F(c), pour tout u E K. 
Done (.f(c)-g(c)) F(a)=(.f(u)-g(u)) F(c), d’ou 
avec 
Q~)=j.(.f(a)--K(u)) pour tout u E K, 
A= [.f(c) -g(c)] ’ F(c). 
Pour tout endomorphisme r d’un anneau K, on note K[X], l’unneuu des 
polynomes “z-tot&s,” anneau dans lequel Xu = T(N) X, pour tout a E K. 
(3.4) LEMME. Soient i un homonzorphi.sme dun anneuu K dans un unneau 
K’, puis z un endomorphisme de K, et y un tkhent de K’, tels que 
yi(cn)= i(r(a))y, pour tout r E K. 
I1 existe alors un et un seul homomorphi.smt~ d’anneaux F : K[X] ~ 4 K’, tel 
lp 
F(X) =.I’, et F(a) = i(x), pour tout x t K. 
Et si I’anneuu K’ esf muni d’une topologie telie que pour toute suite (x0,) 
d’elements de K, la suite ([j,,) de!jinie par [j,, = Co6 I ~,1 i(sl,.) ~1~ wit 
convergente, alors l’homomorphisme F se prolonge en un homomorphisme 
F’: K[[X]],+ K’. 
Preuce. Pour chaque element (2 z,!X”) de K[X] i (resp. de K[ [X]lT), 
on pose 
F(Z x,,X”) = 2‘ i(r,,) ~1” (resp. F’(~r,,X”)=~i(sr,,)!,“). 
11 est immtdiat que F [resp. F’] est un homomorphisme, et que c’est le seul 
qui satisfasse aux conditions imposees. 
4. UNE CONSTRUCTION D'ANNEAUX DE VALUATION 
En un certain sens, la construction prtsentee ici est une gcneralisation de 
la construction du corps gauche local L[ [X]],/(X” -. zr), ou L etait un 
corps local commutatif (cf. (1.6)) t un automorphisme ptriodique de L, et 
u une uniformisante de L telle que T(U) = ZL 
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(4. I ) PROPOSITION. Soient A un annrau de caluation di.scrPtr [resp. 
fbtie], posshdant une umformisante u contenur duns le centrr de A. 
Supposons qu’il existe un automorphisme periodique T de A, de periode 7c, et 
tel que T(U) = u. Notons (X” - u) I’ideal hilatere mgendre duns l’annrau 
A[ [Xl], par l’element X” ~ u. Alors l’anneau quoteint B = A[ [Xl],/ 
(F ~ u) est un anneau de valuation discrete [resp, ,finie], et c’est uric 
e.utension ualude, totalement ram$&, de A. Si I’on note K le corps residue1 
de A et F l’automorphisme de K induit par z, l’invariant de A est [K, id,] 
et celui de B est [K, ?I. Si h designe la hauteur de A, alors celle de B est nh. 
Preme. (4.1.1) Puisque Xu = T(U) X = uX, et ua = uu pour tout (I E A, il 
en decoule que u est dans le centre de l’anneau A[ [X]],. Et de mCme pour 
l’ilement X”. L’element X” - u est done central dans l’anneau A [[Xl ~. 
(4.1.2) Notons B l’anneau A[[X]],/(X”-u), et q le morphisme 
canonique de l’anneau A [ [X] ] ~ sur B. Soit j : A + B la restriction de q au 
sous-anneau A de A [[Xl] T. Par l’intermediaire de l’homomorphisme ,j de 
A dans B, l’anneau B est un A-bimodule. 
(4.1.3) Notons x = q(X), et montrons que l’ensemble ( 1 B, x, .,., .x? ’ ) 
est une base du A-module a gauche B. Tout element /I de B s’tcrit 
Done B=Cos,lcz q(a,,)q(XY=C 0 c ,1 < .~ j(a,,) x”. Mais q( X” - u ) = 0; i.e., 
9 = q(X”) = q(u) =,j(u). On peut done eerie /II = &~,l<n,j(h,,) x”, ou 
h,,=a,,+u,,+,u+a,,+z,u’+ ... =C~l,~+,,u’. 
Done { 1 B, x, . . . . xx ’ ) est un systeme generateur de B sur A. Montrons 
qu’il est libre. Soient a,. a,, . . . . a,-, des elements de A tels que 
.j(uo) +.j(a, ) x + +.j(a, , ) xx ’ = 0. 
Cela signifie que l’element x = u0 + + a, , X” ’ de A [ [X] ] ~ appartient 
a l’idial (X” - u). Comme X” - u est central (cf. (4.1.1 )), l’tlement s( peut 
s’ecrire c( = SI’( X” - II ), air x’ = (2 c,? x” ) E A [ [X] ] T. Done 
r=a,+a,X+ ... +a, ,X” ’ 
= -c,,u-c,ux- “’ -cn ,uX” ’ 
+(co-c,u)X”+(c,-c,+,u)X*+‘+ ..‘. 
Et, en vertu de l’unicite d’tcriture d’un polynome dans A[ [X] ] r, il en 
resulte: a,, = -c,, 11, 0 6 11 < rr, puis 
I’ li -(,, / .u=o; i.e., c,, = c,, + ~ u pour tout II > 0. 
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Done 
(‘,, = c,, , ,I1 = c,, / Zn112= .” =c,, , ,,ll’, pour tout i 3 0. 
Or U’ E (me)‘. Done oII E (mB)’ pour tout i3 0. Mais n, (m,)‘= 0. Done 
c,, =O, et (I,, = --,,I! = 0, et cela pour chaque M, 0 d n < n. Done 
; 1 H, .Y, . . . . XT ’ i est une base ti ~uuchr, de B sur A. M6me rksultat ci droite. 
puisque tout tlkment de A[ [Xl], peut s’kcrire sous la forme 1 X)Iu:,, oti 
a:,EA, nEN. 
(4.1.4) Commc constquence immidiate de ce qui prkckde. 
l’homomorphisme ,j est injectif. On ident{@ done ,j( A ) ULW A, c’est-g-dire 
que l’on Ccrit ,j(a) = u pour tout N E A, et l’on considch A commc’ .sou.s- 
anneuu dc> B. 
(4.1.5) Soit [I un ClCment de B. On vient de voir qu’il s’krit de faGon 
unique sous la forme 
p=a,,+u,x+ “’ ff4, ,.\P ‘, oti U,,E A=j(A), O<n<n. 
Notons V(B) = inf,,.,,,. {n + 7ccq(u,,)). E FU.,,. Un calcul de routine montre 
que l’application 1: : B + N n,l ainsi dkfinie posskde les propriktt-s knumirkes 
en (3.1). Done B est bien un anneau de valuation, d’aprks (3. I ), et .Y est une 
uniformisante de B, car U(S) = 1. 
Tout Cltment r de m4 s’krit z = X’U, oti cx’ E A. Done x = a’.?, puisque 
X’ = u. Ainsi r E Bx = m,. Done m,d c m, Ainsi, B est une extension valuCe 
de A. Puisque u [resp. .Y] est une uniformisante de A [resp. de B], et puis- 
que .? = U, l’indice de ramification est done c’~ ,! = 71. Enfin, il est clair que 
B/m, = A/m, = K. Done B est une extension totalement ramifike de A. 
D’autre part, comme u est uniformisante de A telle que uu = uu pour tout 
u E A, il en rCsulte tout de suite que Inv(A) = [K, id,]. De meme, .Y ktant 
une uniformisante de B, et B ktant une extension totalement ramifike de A, 
la relation XN = S(N) .X (pour tout a E A) montre que Inv( B) = [K, Z], ol‘l ? 
dtsigne l’automorphisme induit par T sur K (K ktant le corps rkiduel 
commun ri A et B). 
5. EXISTENCE D'UN SYST~MF. MIXTIPLICATIF DE REPR~SENTANTS 
Le but essentiel de ce paragraphe est de prouver cette assertion: 
(5.0) Assertion. Tout umwu de wluution discrhtr ou,fkie, compkt, dent 
Ir corps rbsiduel est payfbit de cutwtL;ri.stiquc’ p>O, pos.sPdc un s,wt@me 
r?lultiplirat[f‘ de r~prksentan ts du corps rc;.siduurl. 
(La dtmonstration en est donnie en (5.9).) 
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(5.1) Notation. Pour tout anneau ou module K, on notera / Kl ou K 
le groupe additif sous-jacent a K. 
(5.2). Soit k un anneau. Pour chaque endomorphismc 7 de k, notons 
;1[~] :k*xk+ +k+ l’application difinie par 
x[z](cr, x) = axt(u) ‘, pour tous aEk*, .xek+ 
Cette application munit le groupe additif k , d’une structure de k*-module. 
que l’on notera kY,“l, ou k’C”. 
(5.3) Soit B un anneau de valuation d’ideal maximal m et de corps 
residue1 K. 
Pour chaque entier n > 1, 1 + m” est un sous-groupe du groupe multi- 
plicatif B*. Et l’on a 1 + m” + ’ c 1 + m”. Notons V,, le groupe quotient 
1 + m”/l + m”+ ’ (on peut I’identifier, de faGon tvidente, avec le groupe 
additif sous-jacent au K-bimodule m”,/m”+‘). 
On va rappeler quelle est la structure de K*-module naturelle de V,,, et 
on rappellera ausi que si l’invariant de B est note Inv(B) = [K, a], alors le 
K*-module V,, est isomorphe au K*-module K/[““’ defini comme indique 
en (5.2). 
(53.1) Conwnfion. Puisque l’on etudie le groupe 1 + m”l1 + m” ’ ‘, on 
peut supposer que m ‘I+ ’ = 0, ce qui revient a se placer dans l’anneau 
B’= B/m”+’ : cela simplifiera beaucoup l’tcriture des chases. 
Ainsi, par definition, puis par convention, V,, = 1 + m”/l + m”+ ’ = 
1 +m” 
(5.3.2) Avec la convention ci-dessus, on a un isomorphisme nature1 ;’ 
du groupe 1 m” 1 dans le groupe V,, , defini par ;I(.Y) = 1 + s, .X em”. 
(5.3.3) Structure & K*-module cr’e m” et & V,,. Par convention 
m II’ ’ = 0. Done la structure de B-bimodule de m” induit une structure de 
K-bimodule 
Kxm”x K+m” 
Alors, avec la notation ci-dessus, m” est muni d’une structure de 
K*-module 
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D’autre part, soient u E K et y E V,,. Soit I un relevk de a dans B’. Alors 
l’klttment 4~,ti ’ appartient d 1 + m”, c’est clair, et il ne dkpend que de II et 
de .Y, et de s, et non du choix du rekvement i de u dans B. On pose done 
N J’ = (tiyi ’ ) E v,, ; 
et l’application K* x V,, + V,, ainsi dkflnie fait de V,, un K*-module, c’est 
facile h voir. De plus, l’application 7 dXmie en (5.3.2) est alors un 
isomorphisme de K*-modules. 
(5.3.4) Duns lu suite, notons lnv( B) = [K, a]: cela signifie qu’il existe 
une uniformisante 11 de B telle que, si l’on note U son image naturelle dans 
m/m’, on ait 
ua = a( cl) ii, pour tout (I E K. 
Alors dans m”, on en dCduit immkdiatement que 
u”U = ff( a) U’I, pour tout a, u E K. (** 1 
Soit ;” : K/l n”1 --f m” l’application dttfinie par Y’(X) = XU”, .Y E K. 
Les dkfinitions posies en (5.3.1), (5.3.3), et la formule (** ) ci-dessus, 
montrent que ;” est un isomorphisme de K*-modules. 
(5.3.5) Done yy’ est un isomorphisme de K*-modules de KLr”” I sur V,, 
On peut maintenant itablir le rksultat suivant: 
(5.4) PROPOSITION. Soit B un unneuu de vuiuation jinie, dont le corps 
rbsiduel K est commutat$ Notons m [resp. II B; resp. x8] l’idtkil masimal 
[resp. la hautew; resp. lu pkriode de l’im:ariant] de B. Supposons que K e.st 
un corps puyfuit de curactc~ri.stique p > 0. ou que l’entier n = h, _ 1 n’est pus 
multiple de z8, Alors, si Bjm” contien t un .sy.stPme multiplicatif de reprP,sen- 
tants de K, ce systclme .se rellce en un .s~:etPme multiplicutif‘ de reprksentunts 
de K duns B. 
Preuce. Notons h, - 1 = n, et p [resp. I71 le morphisme canonique 
B* --f B*/l + m” [resp. B*:l + m” 4 K*] 
Par hypothkse, il existe un systime multiplicatif S de reprksentants du 
corps K dans B/m”, i.e., il existe un morphisme de groupes ,f de K* dans 
B*/l fm” tel que flf=id,* (et on note .S=J’(K*)u {O)). Notons c’ le 
sous-groupe p ‘(S*) de B*. et I l’inclusion canonique de c’ dans B”, i.e., 
I(X) = .Y pour tout x E U. Et notons p’ la restriction de I7p si U, c’est-&-dire 
p’ = Ilpr. 
11 est clair que p’ est un morphisme surjectif de groupes, et 
Ker(p’) = I + m”. 
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D’ou ce diagramme commutatif de groupes, ou les lignes horizontales (( I )) 
et ((2)) sont exactes: 
((1)): 1 - 1 +m”- B*“- B*/l +m”- 1 
~ ~ 
((2)): 1 - 1 +m”- 
1 ,’ , 4 
i‘c* ---+I 
Comme en (5.3 ), notons V,, = 1 + m”/l + m” + ’ = 1 + m” (car rnfl ’ ’ = 0). Et 
il est clair que la structure de K*-module definie sur 1 + m” = V,, par la 
suite exacte ((2)) est la meme que celle definie en (5.3.3). Ainsi 
1 + m” = v,, y Klr”r’l (cf. (5.3.6)). 
Et la suite exacte ((2)) definit done un element du groupe 
H*(K*, 1 + m”) = H*(K*, Kxc”“l). 
Or on va voir que ce groupe est nul. Plus precisement, on prouvera le 
fait suivant: 
(5.5) LEMME. Soient K un corps commutatif et T un endomorphisme de 
K. Si 5 # id,, ou si K est parfait de charact&Ftiyue p > 0, alors 
H’(K*, K”“‘) = 0, 
Consequence de ce lemme: la suite exacte ((2)) est scindee, i.e., il existe 
un morphisme de groupes K : K* -+ U tel que p’g = id,,. Alors le 
morphisme zg definit un systeme multiplicatif de representants de K dans B, 
a savoir le systeme T = ~g(k’*) u {O}; et ce systeme est un releve dans B du 
systeme S =,f (K*) u (0 ] contenu dans B/m”: en effet, p( T*) = S*, puisque 
prg =,f: 
II ne reste done yu’Li prouwr ie lemme (5.5). 
Dans ce but, voici des resultats ((5.6) (5.7) (5.8)) qui, avec leur 
demonstration, ont ett communiques a l’auteur par J. P. Serre, et qui 
permettent d’obtenir (5.5) comme corollaire immediat. 
(5.6) LEMME. Soient G un groupe Pt M un G-module. Supposons qu’il 
c.uiste un PI&vent r E G, appartenant LIU centre de G, et tel que l’application 
F : M + M dt#inie par F(.x) = (x - 1 ) x soit h@xtiw. Alors 
H’(G, M) = 0, pour tout i > 0. 
DEMONSTRATION. On regarde d’abord le cas oti G est engendre par CI. Si 
G est infini, on sait que H’(G, M) = 0 pour i>2, que H’(G, M) s’identifie 
a Coker(F) et bien stir que hrO(G, M) s’identifie a Ker(F). D’apres 
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l’hypothese faite sur x, tous ces groupes sont bien nuls. Argument analoguc 
lorsque G est fini. 
Dans le cas gknkral, on note C le sous-groupe de G engendri: par 3. Dans 
la suite spectrale des extensions de groupes: 
u NYC/C’, H’(C, M) * H’(G, M). 
tous les H’(C, M) sont nuls, d’apris ce que l’on vient de voir. 11 en cst done 
de meme des H’(G/C. H’(C, M)), done aussi de H‘(G. M ). 
(5.7) COROLLAIRE. Soient K un anncau commuta~~j’ et T un 
endomorphismt~ de K dans K trl yu’il tJ.uistr h E K” pour lequt4 
(t(h)-~)EK*. Alors H’(K”, K”“)=O pour fout i30. 
Preuw. I1 suffit d’appliquer le lemme (5.4) au cas oti G = K*, 
M = Kfrrl, et CI = h. En effet, on a alors 
F(.u)=(h-l).s=(h~(h) ‘-1)x-z(h) ‘(h-r(h)).\-, 
et F est done une bijection, puisque (h - s(h)) E K*. 
L’assertion (5.5) est done vraie lorsque 5 # it/,. Voyons maintenant le 
cas oti T = id, et od K est parfait. 
(5.8) ~EMME. Soient G un groupr aht;iirn, p un nomhrt~ prmmier, ct M un 
groupe ahPlien annul6 pur p sur kquel G opPrt> kaialemenr. Supposons yw 
I’upplication SI --f s(” soil un automorphismt~ dc G. Alors H’(G, M) = 0 pour 
rout i> 1. 
Prtwe. Notons H,(G) le groupe d’homologie H,(G, Z/pZ), et soit 
H, (G) la somme directe des H,(G). On a en particulier 
H,(G) = G @ Z,‘pZ = 0 (vu les hypothkses faites). 
En appliquant un rtsultat connu (cf., par exemple [2, p. 123, Th. 6.41) on 
en dCduit que H, (G) est riduit i H,,(G) = Z/p& i.e., que H,(G) = 0 pour 
i > 1. Comme H’(G, M) est isomorphe 2 Hom( H,(G), M). le lemme en 
rtsulte. 
Dans la situation qui nous intkresse, on applique ceci ri G = K* et 
M = K, = Kq”‘l. L’hypothise faite sur G est satisfaite, puisque K est 
parfait de caracttristique p. 
Cela achive la preuve de l’assertion (5.5), done aussi de (5.4). 
(5.9) Prcuce dtj I’Axwrtinn (5.0). Considtrons les anneaux de valuation 
disc&e ou finie, complets, dont le corps rksiduel k est parfait de carac- 
tttristique p > 0. Par ricurrence sur leur hauteur, dans le cas de valuation 
fink, Proposition (5.4) prouve l’assertion (5.0). 
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Voyons alors le cas de aaluation discre2e. Soit B l’un des anneaux en 
question. Pour chaque entier n 3 2, I’anneau B/m” posskde un systime mul- 
tiplicatif S,, de reprisentants de k, et cela de telle xwte que S,,, , wit un 
releok duns B/m” + ’ du sy.stPme S,, de B/m”, d’uprtis (5.4). Alors, suivant le 
procCdt: usuel, dCcrit notamment en [S, Sect. 71, on en dtduit l’existence 
dans B d’un systkme multiplicatif S de reprisentants de k [S est obtenu par 
“passage i la limite” des syst&mes S,,, dans B= lh,, (B/m”)]. 
6. EXISTENCE D’UNE UNIFORMSANTE ADAPTS 
(6.1 ) Soit B un anneau de valuation disc&e ou finie, et S un syst&me de 
reprtsentants du corps rCsidue1 de B. Une uniformisante 11 de B est dite 
adaptie au systime S si US = Su, c’est-i-dire si {uc( : r E S) = (fizd : /I E S). 
(6.2) PROPOSITION. Soient k un corps ~ornnlutat~~parit, dc caractPri.sti- 
qw p > 0, et B un anneau de caluation dis&te au ,fi:nie, camp&, de corps 
rc;.siducl k. Et soit S un .s~atc+ne multiplicut[f de repr~sentants de k duns B 
(cf. (5.0)). Alors il e.Yiste uric un~formisante de B adapt& au svsthr S. 
On fera d’abord quelques remarques et conventions d’kcriture, prCalables 
i la dimonstration de l’assertion (6.2). 
(6.3) Soit B un anneau de valuation discrite ou finie, de corps rksiduel 
commutatif K. Notons Inv(B) = [K, a]. Soient S un systime (quelconque) 
de reprksentants de K dans B, et ,f: K + S la bijection telle que .Tf = id,. 
Alors une uniformisante u de B est adapt&e j S si et seulement si: 
uf(a) =.f$a) u, pour tout a, a E K (6.3. I ) 
(l’lquivalence avec la dCfinition (6.1 ) est immediate). 
(6.4) Action (non cunonique) de K sur B. Soient B, K, S, et .f’ comme en 
(6.3). Lorsqu’on effectue des calculs dans B, il est parfois agrkable et com- 
mode de remplacer les &ments de S par ceux de K, via la bijection .fI 
Autrement dit, on fait “agir” K $ gauche [resp. i droite] sur B en posant 
a .Y =,f( u) s [ resp. s . m = .uf’( a)] pour tous CI E K, x E B. (6.4.1 ) 
(pour tviter toute confusion, on n’&rira jamais us au lieu de LI. s). Ccla 
permet, par exemple, de dire ceci: 
(6.4.2) Soient B, K, S comme ci-dessus, et h la hauteur de B. Soit 11 
une uniformisante de B. Alors tout Cltment h de B s’&zrit de faGon “unique” 
sous la forme h = C a,, u”, oli U,,E K pour tout n, n 30 (tcriture “non 
canonique” : les a,, dkpendent du choix de S dans B). 
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knumtrons les proprietts evidentes de cette action de K sur B: 
u’(x+~)=N..Y+N.!‘. (s + J’ ) (1 = s u + J’ u, 
a.(x)‘)= (U’.Y)J’, s(a .y) = (,Y. a) j’, (.Yy).u=(s~u)y, (6.4.3 ) 
u ( .Y . tJ ) = ( N .Y ) h 
(6.4.4) Pour tous a E K. h E K, et .I’ E B, il existe r et z’ dans m tels 
que: cr.s+h.s=(u+h).,~++rs. et ~~.f~S.\..h=s-(~+h)+.ul’. 
(6.4.5) Entin, si S rst un .s~~.stPmr multiplic.utf de rrprr~stwtunts. on a 
aussi 
(ah)~.r=a~(h~~~) et .Y’(uh)=(s~u)‘h, 
pour tous u E K, h E K, XE B. 
(6.5) Lr principe de la dkmonstrution de (6.2). Soient k, B, S, ,f’ comme 
en (6.2) et notons Inv(B) = [A-, a]. D’apres (6.3) prouver (6.2) revient a 
trouver une uniformisante J’ de B telle que ~:f‘(u) =fb(u)~’ pour tout LIE k, 
c’est-a-dire telle que 
J~u=o(u).j’ pour tout a E k (avec la notation 6.4.1 ) 
Le principe de la preuve sera une methode d’approximations successives: 
on part dune uniformisante quelconque L(,, et par recurrence, on construit 
pour chaque n une uniformisante u,, telle que II,, .u - a(a). ~1,~ urn”+ ‘. 
Ensuite, par “passage a la limite,” on obtient l’uniformisante cherchee .I’. 
Soyons plus prtcis: 
(6.5.1) Soit (u,, z12, .. . . u,,) une suite finie d’uniformisantcs de B. On 
dira que cette suite possede la propriett (.<,) si 
11, ~- u, ,Em’ pour tout r tel que 1 < r 6 n, 
21,. N - a(u) u, E m’ + ’ pour tout i’ tel que 1 < r < II. 
Notons h la hauteur de B. On construira par recurrence une suite 
(u,,), <!,<,, d’uniformisantes de B telle que la suite (u,. . . . . u,,) possede la 
propriete (.<,) pour chaque IZ, 1 <II < h. Et le resultat (6.2) en decoulera 
immidiatement: 
~ car si /z < -x., on prendra .r = u,] 1, et on aura, pour tout u E k: 
>‘.rr-a(a) ‘yarn”, done J .(I--(T(Q) .y=O, et J-S= SJ,; 
et si h = ~8, on prendra x = lim,, . , (u,,) [la suite (u,,) est conver- 
gente, d’ou l’on deduira encore j’ u = a( a) ‘~3, et .t*S = CS~,. 
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(6.6) Preuvr de 1u Proposition 6.2. Soit U, une uniformisante quelconquc 
de B. Puisque B est d’invariant [k, a], nous avons 
u1 u - a(a) ‘24, E m’, pour tout rr E k. 
La propritti: (9,) (cf. 6.5.1)) est done vraie, pour la suite finie i un seul 
kltment, h savoir la “suite” (~1~ ). 
Supposons que l’on ait une suite (u,, . . . . u,, ,) posstdant la propriktt 
(,$, ,I. Done 
l(,, I a - o(a) . u,, , .5 m”, pour tout u E k. (#I 
Notons u,, , = U, pour simplifier l’kcriture des calculs ci-aprts. 
D’aprts (6.4.2) et ( # ), on peut Ccrire: 
11~u=a(a)~u+o,,(u)‘u”+a,,+,(u)~u’~+’+ .‘.. UE k, (6.6.1 ) 
oli Q,,, u,,+,. . . . . sont des applications de k dans k (non n&essairement 
additives). D’abord, montrons que la relation U. uh = (21. (I) . h implique 
a,,(uh) = Q(U) fl,,(h) + a,*(a) o”(h), pour tous (I, h E k. 
Ghhalement, dans les calculs qui suivent, les klkments de m” ’ ’ ne 
seront pas kcrits explicitement, mais ils seront remp1acCes par des “points 
de suspension”: c’est-A-dire que si h E B et /IE mrr+‘, on Ccrira souvent 
h + fl= h + . (cela kquivaut d se placer dans B/m”+ ‘, pour ces calculs). 
D’aprh (6.6.1), on a done: 
(u.u).h=[~(u)~U+~,,(u)~zl)l+ “‘I./J 
= [O(U)‘U] .h+ [O,,(U)‘zP] ./I+ ..’ 
=~(LI)~(U.h)+(T,,(u).(ll’~.h)+ “. 
Or il est aisi: de voir que U” h = o”(h) u + Done: 
(U’u)~h=a(u)‘[cr(h)-u+a,,(h)~u”+ “.]+a,,(u).[o”(h).u”$- ...I 
= a(u) a(h) u + a(u) a,,(h) 21” + (r,,(u) rr”(h) 14” + ‘. .. 
Mais, d’apris (6.4.4). a(u) a,,(h) U” + a(a) o”(h) U” = [CT(U) CJ,,(/I) + 
a,,(u) rr”(h)] LO’ + z, oti z E m”+ ‘. Done (U . ~1) h = a(&) u + 
Ca(~~)a,,(h)+a,,(u)a”(h)]~u”+ . . . . Or u.uh=o(uh).u+a,,(uh).l~“+ . . . . 
Et U. uh = (U LI) h (cf. (6.4.3)). Alors. d’aprh l’unicitk d’kcriture indiqu& 
en (6.4.2), il vient 
o,,(uh) = du) o,,(h) + o,,(u) a”(h), pour tous N E k, h E k. (6.62 ) 
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Maintenant, de deux chases l’une : ou him (T” = CT, ou him CT” # CJ. 
Cm CT” = IT. 
Alors 
o,,(uh) = 4u) o,,(h) + D,,((I) (J(h), (u E k, h E k ). 
Comme k est parfait de caracttristiquc p >O. il en resulte que rr,z =O, 
d’apres (3.2). Done la formule (6.6.1) donne 
uu-f~(u)u=(cr,,+ ,(m)u”“+ . ..)Ern”” 
On peut done prendre u,, = u ( = ~1,~ , ), ct la suite (u, , . . . . ~1,~ , , u,,) possede 
la propriete (:<,). 
cus 8 # (r. 
Dans ce cas, d’apres (3.3) la relation (6.6.2) implique l’existence d’un 
element i. de k tel que (T,, = ,4(o)’ - a). 
Alors. en prenant u,, = u - Lu”, un calcul immidiat montre que l‘on a 
encore: (U ‘~1 -o(u) .u) Em”+‘, pour tout uE k. Et la suite finie 
(u, , “‘> u,, , > u,,) possede done la propriete (.$). 
On obtient ainsi, par recurrence, la suite (u,,), s ,I <,, annoncie en (6.5). 
Dans le cas oh h < c, on a vu en (6.5) comment se termine la preuve de 
(6.2): l’uniformisante J = u,? , cst adaptte au systeme S. Dans le cas ou 
h = cr,, on prend y = lim,,, , (u,,), [rappelons que la suite (u,,) est de 
Cauchy (d’apres la partie (1) de la propriete ($)), done convergente], et 
l’on verifie que .r‘ est adaptee a S, en employant exactement la m&me 
methode qu’en [S. Sect. 71. 
7. 6TUDE DU CENTRE. ET D’IJN COMMUTANT 
Comme prectdemment, k designe un corps parfait de caracteristique 
/I >O, et B un anneau de valuation discrete ou tinie, complet, de corps 
residue1 k. Soit S un systeme multiplicutfde representants de k dans B (cf. 
(5.0)). On se propose d’ttudier un sous-anneau de B, a savoir le commu- 
tant S’ de S dans B. Comme d’habitude, notons Inv(B) = [k, 01, s le 
morphisme nature1 de B sur k, et ,f’la bijection de k sur S telle que Lxf’= id,. 
Soit !: une uniformisante de B “adaptte” a S (cf. (6.2)) i.e., telle que 
d(x) =,f%x) J’ pour tout C(E~ (cf. (6.3.1)). (7.0) 
(7.1 ) Notons S( ( J)” )) = ( ,L’ u,, J.“~ : (I,, E S. 17 >, 0 j et twntr-otts q~w 
S’= S((j3”)). 
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D’abord. comme S est commutatif, on a SC S’. D’autre part, d’aprh 
(7.0), nous avons 
.r’ifla) =.fo”(~) .1’” =.f(a) f’” (puisque gR = ill), pour tout c( E k. 
Done y” E S’. Par suite, S( (y”)) c A”. 
Rkiproquement, soit h un Ckment de B rz’u~~n~twant pas ir S( (y”) ). 
Notons le h = C u,! y”, oti u,, E S pour tout n. On sait que cette kriture est 
unique. Considkrons l’ensemble E,] form6 par les entiers n qui ne sont pas 
multiples de n et qui sont tels que u,, # 0. Risque h $ S( ( J”)), cet ensemble 
E,, est non vide, par dhition mtme de S((J,“)). Soit 1y1 le plus petit 
ClCment de E,. On peut l’krire w = yn + r, oti 1 < r < 71. Cela Ctant, on peut 
krire maintenant 
h = (U() + urr J’” + + U<,, yn ) + (u,,, f” + u,,, , , y”’ + ’ + ) 
= cf + [I, 
z = (cl0 + u, JZ + + N,, f’“) E S( (y” )) c S’. 
et oti 
/) = a,,, y + u,,, + , fil + ’ + , avec u,,, # 0. 
Puisque a,,, est non nul, la valuation de /I est uB(/)) = t?z. Or m n’est pas 
multiple de 71. Done [I n’est pas dans le commutant S’ de S, d’aprks 
II5, (2.211. 
Et, si h ktait dans A”, /I serait dans S’, car h = a + p et YES’. Done 
h $ S’ : c’est ce qu’on voulait prouver. On a ainsi dkmontri: que 
S’ c S( (.P)). 
Finalement, 
S’ = S( (.I’“)). 
(7.2) Notons S’ = A. h.dion.s cet unneau A, rt l’cxtension B/A. 
(7.2. I ) Soit h un ClCment de B. On peut l’krire h = Z h,, y”, oii h,, E S, 
II 3 0. D’aprks ce que l’on a vu en (7.1), ~1~ commute avec tous les h,,; et 
il est clair que J‘” commute avec tous les J”‘, n 6 kJ. 11 en rtsulte que 1’” com- 
mute avec h, et cela quel soit h dans B. 
Done y” est duns kc centre de B. 
(7.2.2) Soient a et u’ deux klkments quelconques de A 
L7 = ‘&I,, yn, f7l = z‘u;, yin, oti u,, E S, o:, E S, n 3 0. 
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Le meme type d’argument que ci-dessus montre que no’= U’U, car S est 
commutatif. L’unntwr A est rlonc commututjf~ 
(7.2.3) Soit h un element de B. On peut l’tcrire /I = Z‘h,, j*“, ou h,, e S. 
n 3 0. On sait que h rst inwrsihk .si et .st~ukmmt si h,, # 0. 
D’apris (7.1) tout element II de A peut s’ecrire sous la forme II = X;cr,, y”‘, 
ou a,, E S, n 3 0. Montrons que: 
(7.2.4) L’element a est inversible c1un.s A si et seulement si ug # 0. 
D’abord, si rr,, = 0, a est non inversible dans B, done non inversible dans A. 
Reciproquement si u,) #O, notons II ’ l’inversc de LI dans B (cf. (7.2.3)): 
comme A est le commutant d’une partie S de B, il en dtcoule que a ’ 
uppartient a A (en effet, ur = WI pour tout SI E S, d’ou II ‘3 = (1 ‘CX(UU ‘) = 
a ‘(xu)u ‘=I/ ‘(U%)N ‘=w ’ pour tout r 6 S). Et (7.2.4) est prouve. 
(7.2.5) Notons M = CC,! ,~, u,, J”‘~ : U,,E S. II 3 1 ) c A. D’apres (7.2.4), 
M est l’ensemble des elements non invertible de A. Et il est clair que A4 est 
un ideal de A. Done A est un anneau local, d’ideal maximal m,d = M. De 
plus, si N E rnA, LI = C,, ,’ , u,! J”“, on peut ecrire N = (C,, ,~ , N,, ~3”’ I’“) !.ii E 
Al,“: done m4 cst un ideal principal, cngendre par ~3’. Et il est clair que 
n,, (m,l)‘i = 0, et que A est complet pour la topologie m,,!-adique. Done A 
est un anneau de valuation complet. 
I1 est immediat que m,., c mH. Done B est une extension valuee de A. 
Comme ~3 est uric uniformisante de B, et 1” une uniformisante de A, l’indice 
de ramification est eH ,I = rr. Notons .s [resp. s’] le morphisme canonique de 
B sur B/m, = k [resp. de A sur A/m,d]. et ,i l’inclusion de A dans B, qui 
induit une injection ,i dc A/m,, dans B/m,. 
On a done ce diagramme commutatif 
A=A A Ajm rl-, 
B=B- k 
(7.2.6) On voit tout de suite que B est une extension totalement 
ramifiee de A, i.c., que ,i est une surjection : en effet, pour tout z E k, on a 
x=s(f’(a)), et f(r)~Sc A; done a=~~f(r)=,~~f(~)=,~.s~f’(~)~Im(j) 
(7.2.7) Rcmarquons que ( 1 H, J’, _... J.~ ’ ) est un systeme gentratcur 
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du A-module B: en effet, tout kkment h = C CI,, J”’ (01‘1 N,, ES) de B peut 
s’krire 
(7.2.X) On pourrait montrer que le systkme { 1 B, J; . . . . y” ’ 1 est une 
base de B sur A si la hauteur Iz, est infinie ou si elle est un entier multiple 
de 71. et qu’il n’est pas libre si /ze est un entier non multiple de n. 
(7.3) htudc du centw & B, que I’on notera C. 
(7.3.1 ) Notons (T’ =,fcf ’ le morphisme multiplicatif induit par 0 
sur S 
Soit Y=.f‘(K”)= IafzS:a’(a)=~). 
Alors JW = a’(u) J = UJ~ pour tout u E S” (cf. (7.0)). I1 en rksulte aiskment 
que ha = uh pour tous h E B. et NE 5’“. Done S” c C. Notons 
S”( ( y”)) = (Xc,, y7, : Cli E S”, n 30). Comme JIVE C (cf. (7.2.1)) on en 
dkduit que S”( (~9”)) c C. 
Rkciproquement rnontrom c/w Cc S”( (Jam)). Puisque C est contenu dans 
le commutant A de S. il suftit de montrer que tout Phent a de A pi n’rst 
pm dums Y( (J*“)) n’uppurtient pas d C. Soit u un tel kkment, N = Cu,, JI”,, 
oti u,, E S, n 3 0. Notons E,, l’ensemble des entiers n tels que u,, $5’“. Si E,, 
ktait vide, a appartiendrait d S”. Done E, est non vide, et l’on note Y son 
plus petit tlkment. Si r = 0, on voit tout de suite que J*U = o’(a,,) J’ + # 
u,, .I’ + = r*,j, done u n’est pas dans C. Si r > 0, on tcrit: 
u = (U() + ” + u,. , y” ‘1”) + (u,. J.)‘n + ” ) 
= x + p. OLi a = ug + + u, , J*” ’ In. et [I = u - 9. 
Par di-finition de T et de cy, on voit que a g .Y‘((.F)) c C. Et que 
p~~=fz, p+ + “. #j$=o’(N,.)y ” + ‘.‘, 
d’oti : /I’ 4 C. Done CI = (SI + /I) 4 C. puisque x E C. 
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(7.3.2) Ainsi, Cc S”((J,“)). Done c‘= S”((J’“)), ce que l’on voulait 
dtmontrer. 
8. PREUVE DU R~ULTAT PRINCIPAI 
(8.1 ) PROPOSITION. Soit k un corps c’ommututif’ payfbit, de cuructiristi- 
que p > 0. Soit g un automorphisme plriodique de k, de piriode 71. Soit B un 
anneau de valuation disc&e, complet, d’invariunt [k, a]. I1 esiste alors dans 
B un sous-anneau commutattf A, de caluation di.wPte, complet, rt il eri.str 
un automorphisme T de A, de pkriode n, laissunt invariantr une un~formisunte 
u de A (i.e., T(u) = u), tels que B soit isomorphe ri l’anneau A [ [X] ] ,/( X” - u) 
dkfini en (4.1 ). 
Preuw. Soient B, k et CJ comme dans l’enonce (8.1). Soit S un systeme 
multiplicatif de representants de k dans B (cf. (5.0)). Soit J’ une unifor- 
misante adaptee a S (cf. (6.2)). Et notons A = ,S((J.‘)) le cornmutant de S 
dans B (cf. (7.1) et (7.2)). 
(8.1.1 ) On prend u = y”, I1 reste Li dbfinir r. Soit u = Cu,,u” un element 
quelconque de A (a,, E S, n 3 0). On pose: 
z(a) = .Za’(u,,) II”, oh CT’ est defini comme en (7.3.1). (8.1.2) 
La relation ya,, = CJ’(LI,,) .t’ pour tout u,, ES (cf. (7.0)) implique 
Et cette kg&it& (que l’on vient de prouver): 
?'U = T(U) J' pour tout (I, u G A. 
implique 
(*I 
r(ah) I’=y(ah) = (yu) h = T(a) ‘h = T(a) T(h) J, UGA,~EA. (**’ 
Or A et B sont des anneaux de valuation di.rcrPte. done A est un anneau 
integre. Et les relations (** ) ci-dessus impliquent alors 
t(u+h)=T(a)+T(h) et T(d) = T(a) T(h), pour aEA, hEA 
Ainsi, T est un endomorphisnw de l’anneau A. Et, compte tenu de la 
definition de T (8.1.2), on a rn=idq, car (a’)” = id,s. Done T est un 
automorphisme periodique, de piriode n, comme IT et (T’. 
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Alors, d’apres le lemme (3.4), la relation ( * ) permet de ditinir un 
homomorphisme F : A[ [Xl], -+ B en posant: 
F(Z‘u,,X”) = La,, >“I (8.1.3) 
(8.1.4) Montrons que F est surjectif. Comme ( 1 B, J’, . . . . J” ’ ) est un 
systeme generateur du A-module a gauche B (cf. (7.2.7)) tout element fl de 
B peut s’ecrire 
p=ro+r, .l‘$ “’ $2, , !‘I; ‘, oti a,E A, Odicn. 
Done b = F(z, + 3, X + + rn , X” ’ ). Et F est bien surjectif. 
(8.1.5) Par definition de F (cf. (8.1.3)) et de U, on II: 
F(Y - u) = 1”: - u (car u E A), doncF(X”-u)=J,“-u=O (cf. (8.1.1)) 
Ainsi, Ker(F) contient l’ideal bilatere (X” - 24). Done, si l’on note 4 le 
morphisme canonique de A [ [X] ] r sur l’anneau B’ = A[ [X]],/(Y - u), le 
morphisme surjectif F induit un morphisme surjectif F’ de B’ sur B tel que 
F’q = F. 
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Done B est le quotient de l’anneau B’ par l’idial J= Ker(F’). Mais B’ est 
de valuation discrete, d’apres (4.1); et B aussi, par hypothese. Done J = 0, 
car le quotient d’un anneau de valuation discrete par un ideal non nul n’est 
un anneau de valuation discrete. Cela montre que F’ est un isomorphisme, 
et lu prruce de (X.1 ) est ,faitr. 
Rtwurqur. Notons A’ I’ensemhlr des Plkments de A invariants par 5. 
Pour un element a = Z‘u,,u” de A, la definition r(a) = Zo(u,,) un montre que 
z(u)=u si et seulement si u E Sb( ( II)) = S”( ( J,“)). 
Mais S”(( J”)) = C (cf. (7.3.1)). Done 
A’=C. (8.1.6) 
X.2. Preuw du ThPorPme 2.1. Soit D un corps local. Notons B, = B l’an- 
neau de la valuation (cf. (2.2.5)). Supposons que le corps residue1 k de D 
(i.e., de B) est parfait de caracteristique p > 0. Notons Inr,( D) = Inv( B) = 
[k, a] (cf. (2.3)). Si 0 est non periodique, alors B est isomorphe a l’anneau 
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k[[X]],, et D est isomorphe au corps k((X)), (cf. [S], (4.4)). Si 0 est 
pkriodique, notons z(a) = 71 sa pCriode. D’aprks (Kl), on sait que B est 
isomorphe g un anneau A[[X]],I(X”-u)). oli n= ~~(T)=T(c). Notons (’ 
le centre de B. On a vu que Cc A c B. Notons K le corps des fractions de 
C. et L celui de A. Done: 
KcLcD. 
Notons 7’ I’automorphisme de L induit par 5, i.e.. pour chaque Gment 
uh ‘EL (oti NEA. hsA), on pose: 
T’(d) I) = T(U) r(h) ‘. 
I1 cst clair que z’ est de meme pkriode x que T. et que .L’= K, car AT = C 
(cf. (8.1.6)). Enfin, il est clair que I’isomorphisme F’ de A [ [Xl] ,/(XK - u) 
sur B induit un isomorphisme F’ de L[ [Xl] ,,‘(.Y - u) sur le corps des 
fractions D de B. Et le centre de L[ [X]],l(X’- u) est K. 
Toutes les affirmations faites en (2.6) sont maintenant claires: i’ussrr’tion 
(2.6) est prom&e, et, par consiquent, 1~ thtorhw (2. I ) aussi. 
Par ailleurs, A est un C-module libre de rang R. Done [L : K] = 
[A : C] = TI, et [D : L], = [B : A], = 71. Ainsi. [LI : K] = x2. 
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